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COURBURE ET POLYGONE DE NEWTON
M. Hannachi, K. Mezaghcha
Communicated by V. Brˆınzanescu
Abstract. The object of this article relates to the study of the complex
algebraic curves by using the concept of envelope convex. One proposes to
characterize the points of a holomorphic complex curve (C) and to asso-
ciate a metric invariant to them ( generalized curvature), by using the equa-
tions of the various segments constituting the polygon of Newton associated
with (C).
1. Introduction.On se propose dans cet article d’utiliser la notion d’en-
veloppe convexe (polygone de Newton) associe´e a` une courbe alge´brique complexe
standard pour e´tudier la ge´ome´trie locale, caracte´riser les points de cette courbe
et leur associer un invariant me´trique ge´ne´ralisant l’ide´e de courbure.
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2. Rappels. Soit Γ une courbe standard holomorphe de´finie parame´tri-
quement dans C2
r(t) =
(
x(t)
y(t)
)
, t ∈ C
De´finition 1. On dit qu’un point M0 = r(t0) ∈ Γ est d’ordre (p, q) s’ils
existent deux vecteurs de´rive´s non coline´aires r[p](t0) et r
[q](t0) ou`
– [p] est l’ordre de de´rivation du premier vecteur non nul.
– [q] est l’ordre de de´rivation du premier vecteur non coline´aire avec
r[p](t0).
De´finition 2. Soit M0 un point de la courbe Γ d’ordre (p, q). Sa courbure
ge´ne´ralise´e est de´finie par :
Kg (t0) =
q (p!)
q
p
pq!
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ x[p](t0) x[q](t0)y[p](t0) y[q](t0)
∣∣∣∣∥∥r[p] (t0)∥∥ qp+1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. Courbes alge´briques complexes. Soit f ∈ C [x, y] un polynoˆme
de degre´ n  1. On note par Γ la courbe complexe d’e´quation f(x, y) = 0. Nous
allons e´crire la fonction f(x, y) sous la forme suivante
f(x, y) = fn(x, y) + fn−1(x, y) + · · ·+ fk(x, y) + · · ·+ fm(x, y)
ou` fk est un polynoˆme homoge`ne de degre´ k avec fk(x, y) =
∑
i+j=k
ai,jx
iyj.
On supposera qu’aucun couple (i, j) n’est e´gal a` (0, 0) avec inf(i) =
inf(j) = 0 (en d’autres termes, on a f(0, 0) = 0 et on ne peut mettre en fac-
teur aucune puissance de x ni aucune puissance de y, de fac¸on a` e´liminer les
solutions triviales).
On repre´sente alors graphiquement dans le plan, l’ensemble E des couples
(i, j) et on conside`re l’enveloppe convexe infe´rieure, c’est le polygone de Newton
constitue´ d’un ou plusieurs segments de droites, et d’apre´s [9], il correspond a`
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chaque segment de droite une ou plusieurs branches de la courbe Γ passant par
l’origine.
Remarque 1. L’e´quation d’une droite, passant par deux points A et B
de coordonne´es entie`res (a0, b0), (a1, b1), a pour expression :
(a1 − a0) y + (b0 − b1) x = a1 (b0 − b1) + b1 (a1 − a0) .
Soit p1 = (b1 − b0), q1 = (a0 − a1), r1 = a0 (b1 − b0) + b1 (a0 − a1) avec
s = p gcd(p1, q1) =⇒ s divise r1 ce qui nous donne finalement comme e´quation
px+ qy = r
ou` p et q sont premiers entre eux et si p = q, on a ne´cessairement p = q = 1.
The´ore`me 1. Au segment de droite d’e´quation px + qy = r, il peut
correspondre une ou plusieurs branches.
De´monstration 1. On suppose que l’on a p 6 q, on utilise la pa-
rame´trisation suivante :
r(t) =
(
x(t)
y(t)
)
=
(
tp
z(t) tq
)
.
En reportant cette parame´trisation dans l’expression f(x, y) = 0, on ob-
tient :
fn(t
p, ztq) + · · ·+ fm+1(tp, ztq) + fm(tp, ztq) = 0.
Comme les polynomes fk sont homoge`nes, on a :
tnpfn
(
1, ztq−p
)
+ · · ·+ t(m+1)pfm+1
(
1, ztq−p
)
+ tmpfm
(
1, ztq−p
)
= 0.
Apre`s simplification
t(n−m)pfn(1, zt
q−p) + · · ·+ tpfm+1(1, ztq−p) + fm(1, ztq−p) = 0.
On a alors deux posssibilite´s :
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a) p < q
Par passage a` la limite (t→ 0), on obtient :
fm (1, 0) = 0.
Ainsi le vecteur (1, 0) est une direction tangentielle et il existe un entier
positif s tel que :
fm(1, zt
q−p) = tsg(z, t)
ce qui nous permet de proce´der encore a` une simplification :
t(n−m)p−sfn(1, zt
q−p) + · · ·+ tp−sfn−1(1, ztq−p) + g(z, t) = 0.
Equation que l’on peut e´crire sous la forme :
(1) P0(z) + t
βQ(z) = 0.
Soit d = degP0, P0 admet donc d racines, pour chaque racine z0 non
nulle de P0, l’e´quation (1) a une racine infiniment proche de z0 ce qui nous donne
l’e´quivalence suivante :
z(t) ≅ z0.
On obtient ainsi le premier terme de la parame´trisation d’une branche de
la courbe Γ associe´e a` la racine z0 :(
x(t)
y(t)
)
≅
(
tp
tqz0
)
Il reste a` ve´rifier que l’origine est un point d’ordre (p, q).
r′(t) ≅
(
ptp−1
qz0t
q−1
)
r′′(t) ≅
(
p(p− 1)tp−2
q(q − 1)z0tq−2
)
De proche en proche, on trouve que le premier vecteur de´rive´ non nul est
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r[p](0) =
(
p!
0
)
et le deuxie`me vecteur de´rive´ non coline´aire est e´gal a` :
r[q](0) =
(
0
q!z0
)
b) p = q = 1
L’e´quation s’e´crit
(2) tn−mfn (1, z) + · · ·+ tm+1fm+1 (1, z) + fm (1, z) = 0.
Le polynome fm(1, z) admet doncm ze´ros, pour toute racine z0 non nulle,
l’e´quation (2) a une racine infiniment proche de z0, ce qui nous donne :
i) Si z0 est un ze´ro simple de fm(1, z), dans ce cas z(t) est de´veloppable
en se´rie entie`re
z(t) = z0 +
∑
i>1
ait
i.
on a la parame´trisation
(
x(t)
y(t)
)
=


t
t
(
z0 +
∑
i>1
ait
i
)


Soit l le premier indice tel que al 6= 0, dans ce cas l’origine est un point
d’ordre (1, l + 1).
ii) Si z0 est un ze´ro multiple de fm(1, z) d’ordre k, dans ce cas z(t) est
de´veloppable en se´rie de Puiseux
z(t) = z0 +
∑
i>1
ait
i
k .
Soit l le premier indice tel que al 6= 0, ce qui nous donne le de´veloppement
suivant
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x = t
y = z0t+ alit
l
k
+1 +
∑
i>l
ait
i
k
+1.
On pose alors
t = sk.
On obtient
x = sk
y = z0s
k + als
k+l +
∑
i >l
ais
k+i.
L’origine est un point d’ordre (k, k + l).
The´ore`me 2. La courbure ge´ne´ralise´e a` l’origine de toute branche de la
courbe associe´e au couple (p, q) est e´gale a` :
∗ p < q
Kg(0) =
q
p
∣∣∣ lim
x→0
z(x)
∣∣∣ .
∗ p = q = 1
i) Si z0 est un ze´ro simple de fm (1, z)
Kg(0) = (l + 1)
|al|
∣∣1 + z20∣∣
l
2
+1
ii) Si z0 est un ze´ro multiple de fm(1, z) d’ordre k
Kg(0) =
(l + k)
k
|al|
∣∣1 + z20∣∣
l
2k
+1
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De´monstration 2. ∗ p < q
on a : Kg (0) =
q (p!)
q
p
pq!
∣∣∣∣ p!0 0q!z(0)
∣∣∣∣
(p!)
q
p
+1
=
q (p!)
q
p (p!q!) |z(0)|
pq!(p!)
q
p
+1
=
q
p
|z(0)|
∗ p = q = 1
i) si z0 est un ze´ro simple de fm(1, z) :
Il suffit d’e´crire la parame´trisation de la branche correspondante comme suit :(
x(t)
y(t)
)
=
(
t
t(z0 + alt
l + · · · )
)
ce qui nous donne : Kg(0) =
1
l!
∣∣∣∣ 1z(0) 0(l + 1)!al
∣∣∣∣
∣∣1 + z20∣∣
l + 2
2
=
(l + 1) |al|
∣∣1 + z20∣∣
l
2
+1
ii) Si z0 est un ze´ro multiple de fm(1, z) d’ordre k :
On utilise la parame´trisation
x = sk
y = z0s
k + als
k+l +
∑
i>l
ais
k+i.
Ce qui nous donne
Kg (0) =
(l + k) (k!)
k+l
k
k (k + l)!
∣∣∣∣ k!k!z0 0(l + k)!al
∣∣∣∣∣∣1 + z20∣∣ 12(k+lk +1) =
(l + k)
k
|al|∣∣1 + z20∣∣ l2k+1 .
Exemple 1. Soit la courbe Γ de´finie par :
y7 − xy5 + x4 = 0
on a E = ((4, 0) , (1, 5), (0, 7))
[(4, 0), (1, 5), (0, 7)]
Le polygone de Newton associe´ a` Γ comprend deux segments de droites
d’e´quation respective :
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{
y + 2x = 7
3y + 5x = 20
Etude suivant le segment 3y + 5x = 20.
On a la parame´trisation :(
x(t)
y(t)
)
=
(
zt5
t3
)
en reportant ces valeurs dans l’e´quation de la courbe (Γ), on a :
t21 − zt20 + z4t20 = 0.
Apre´s simplification par t20, on a : t − z + z4 = 0 et par passage a` la
limite, on obtient :
P0(z) = z
4 − z = 0
Ce qui nous donne comme racines non nulles : les racines cubiques de
l’unite´ : 1, j et j2.
Donc on a trois branches complexes passant par l’origine dans la direction
tangentielle (0, 1), l’origine e´tant un point d’ordre (3, 5) (point d’inflexion) avec
une courbure ge´ne´ralise´e e´gale a`
5
3
.
Etude suivant le segment y + 2x = 7.
La branche associe´e a` ce segment de droite est bire´gulie`re a` l’origine (point
d’ordre (1, 2)), elle est de´finie par
x = z(y)y2 =⇒ y7− z(y)y7 + z4(y)y8 = 0 =⇒ 1− z(y) + z4(y)y = 0 =⇒ z(0) = 1
ce qui nous donne une courbure e´gale a` 2.
Exemple 2. Soit la courbe (Γ) de´finie par :
x5 − x4y + y3 − 2xy2 + x2y = 0
E = ((5, 0) , (4, 1), (0, 3), (1, 2) , (2, 1))
[((5, 0) , (2, 1), (0, 3)]
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Le polygone de Newton associe´ a` Γ comprend deux segments de droites
d’e´quation respective :
{
x+ y = 3
3y + x = 5
Etude suivant le segment y + x = 3.
On a la parame´trisation :
(
x(t)
y(t)
)
=
(
t
zt
)
en reportant ces valeurs dans l’e´quation de la courbe (Γ), on a :
(3) t5 − zt5 + z3t3 − 2z2t3 + z(t)t3 = 0 =⇒ t2 − zt2 + z3 − 2z2 + z = 0
P0(z) = z
3 − 2z2 + z = 0,
P0(z) a une racine double non nulle z = 1.
Dans l’e´quation (3), faisons le changement de variable :
Z = z − 1.
On obtient :
Z
(
Z + Z2 − t2) = 0 =⇒ Z = 0 et Z + Z2 − t2 = 0
ou` Z et t sont des infiniment petits, on divise par t2 :
Z
t2
+
Z2
t2
− 1 = 0 =⇒ Z ≈ t2
On a alors deux solutions :
z(t) = 1 et z(t) = 1 + t2 + · · ·
Ainsi, au segment :
y + x = 3
204 M. Hannachi, K. Mezaghcha
sont associe´es une droite d’e´quation y = x et une branche dont le de´veloppement
est la suivant :
y = x+ x3 + · · ·
Pour cette branche, l’origine est un point d’inflexion (point d’ordre (1, 3))
avec une courbure ge´ne´ralise´e e´gale a`
3
4
.
Etude suivant le segment 3y + x = 5.
On a la parame´trisation :
(
x(t)
y(t)
)
=
(
t
zt3
)
en reportant ces valeurs dans l’e´quation de la courbe Γ, on a :
(4) t5 − zt7 + z3t9 − 2z2t7 + zt5 = 0 =⇒ 1− zt2 + z3t4 − 2z2t2 + z = 0
P0(z) = 1 + z = 0 =⇒ z(0) = −1
Dans (4), posons : Z = z + 1 =⇒ 1 − (Z − 1) t2 + (Z − 1)3t4 − 2(Z −
1)2t2 + Z − 1 = 0
On a :
Z − t2 + t2(Z3t2 − 3Z2t2 + 3Zt2 − t2 − 2Z2 + 3Z) = 0 =⇒ Z ≈ t2.
On obtient finalement le de´veloppement suivant :
y = −x3 + x5 + · · ·
Pour cette branche de Γ, l’origine est un point d’inflexion (point d’ordre
(1, 3)) avec un courbure e´gale a` 3.
Exemple 3. Soit la courbe Γ de´finie par x4 − 2xy3 + x3 − 3x2y +
3xy2 − y3 = 0.
Le polygone de Newton associe´ a` Γ comprend un segment de droite
d’e´quation :
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x+ y = 3.
On pose : (
x(t)
y(t)
)
=
(
t
zt
)
.
Ce qui nous donne apre´s simplification :
t
(
1− 2z3)− (z − 1)3 = 0
z0 = 1 est un ze´ro d’ordre 3 de f3(1, z), on
pose donc :
t = s3
z − 1 = Z.
On obtient :
s3(1− 2 (Z + 1)3)− Z3 = 0
On a alors l’e´quivalence :
Z ≅ −s.
On obtient ainsi les premiers termes d’une parame´trisation :(
x(t)
y(t)
)
=
(
s3
−s3 − s4 + · · ·
)
.
En conclusion, l’origine est un point ordinaire d’ordre (3, 4) et sa courbure
est e´gale :
Kg(o) =
1
3 6
√
2
.
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